Le schema Quot invariant 



Sebastien Jansou 



Resume 



Etant donnc un schema afRnc X muni de Taction d'mi groupe reductif G et d'lm faisccau M. 
coherent et G-hnearise, on construit le "schema Quot invariant" qui parametre les quotients 
de M. dont I'espace des sections globales est somme directe de G-modules simples avec des 
multiplicites finies fixees. 

On determine ensuite le schema Quot invariant dans une situation simple : X est le cone 
des vecteurs primitifs d'un G-module simple et M est le faisceau libre sur X engendre par 
un second G-module simple. Le schema Quot invariant obtenu n'a qu'un seul point, le plus 
souvent reduit. Les seuls cas oii il n'est pas rcduit sont obtenus quand X est le cone des vecteurs 
primitifs du Spin(V^)-module V , oh. V est un espace vectoriel quadratique de dimension (finie) 
impaire. 

Abstract 

Given an affine scheme X with an action of a reductive group G and a G-linearized co- 
herent sheaf M., we construct the "invariant Quot scheme" that parametrizes the quotients 
of M. whose space of global sections is a direct sum of simple G-modules with fixed finite 
multiplicities. 

Then we determine the invariant Quot scheme in a simple situation, where X is the cone 
of primitive vectors of a simple G-modulc and is the free sheaf on X generated by another 
simple G-modulc. This invariant Quot scheme has only one point, that is reduced in most of 
the cases. The only cases where it is not reduced occur when X is the cone of primitive vectors 
of a quadratic vector space V of odd dimension, under the action of Spin(y). 

Introduction 

Le schema de Hilbert et le schema Quot sont des objet fondamentaux en geometric algebrique. 
lis parametrent respectivement les sous-schemas fermes d'un espace projectif qui admettent un 
polynome de Hilbert fixe, et les quotients d'un faisceau coherent fixe sur un espace projectif qui 
admettent un polynome de Hilbert fixe. 



Haiman et Sturmfels ont obtenu dans [HaSt] par des methodes d'algebre commutative des 
objets plus generaux : le schema de Hilbert multigradue, qui parametre les ideaux homogenes 
d'une algebre de polynomes S multigraduee par un groupe abelien qui admettent une "fonction 
de Hilbert" fixee et le schema Quot multigradue, qui parametre les sous-modules homogenes d'un 
^-module gradue fini qui admettent une fonction de Hilbert fixee. 
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Alexeev et Brion ont construit, a partir du schema de Hilbert multigradue, le schema de Hilbert 
invariant : etant donnes un groupe reductif connexe complexe G et une variete X affine munie 
d'unc action dc G, le schema de Hilbert invariant parametre les sous-schcmas fcrmcs G-stables 
de X dont I'algcbrc affinc cn tant que G-module est somme directc dc modules simples avcc des 
multiplicites finies fixees. La donnee de ces multiplicites est I'analogue dans cette situation a celle 
du polynome de Hilbert. 

Dans ce travail on vcrific d'abord que, commc dans Ic cas de la geometric projective, la con- 
struction du schema de Hilbert invariant se generalise a celle d'un schema Quot invariant, qui 
parametre les quotients d'un faisceau M. coherent G-linearise fixe sur X par un sous-faisceau 
G-stable tels que I'espace des sections globales du quotient, cn tant que G-modulc, soit somme 
directe dc modules simples avec des multiplicites finies fixees. On utilise pour cela le schema Quot 
multigradue, qui correspond au cas ou le groupe G est un tore. 

On determine ensuite une famille "simple" de schemas Quot invariants. Notons V{\) un G- 
module simple de plus grand poids A, et C\ le cone des vecteurs primitifs de V{X), reunion dc 
I'orbite des vecteurs dc plus grand poids et de I'origine. On a montre dans [Ja] que le schema 
de Hilbert invariant qui parametre les deformations G-invariantes de C\ dans V{\) etait presque 
toujours un point reduit, sauf dans 9 families de cas oil c'est une droite affine. Cela nous donne 
une premiere famille d'exemples de schemas Quot invariants. Ici, on prend comme G-variete X 
le cone C\. C'est le plus petit cone de V{X) stable par G. En d'autres termes, son algebre est la 
plus petite algebre graduee engendree par le G-module simple dual de V{X) (on note A* son plus 
grand poids), et on a 

'C-[Cx] = V{m\*). 

meN 

On prend comme module M le module libre 

engendre par un module simple V{iJ,*) : I'espace de ses sections globales est 

M = C[Cx] ®cV{ii*). 

Les quotients G-linearises de M sont les faisceaux dont le module des sections globales est en- 
gendre par le module simple V{n*). On etudie le schema Quot invariant Quot'^(A, fi) des quotients 
de M qui admettent la decomposition en modules simples 

M/N= V{m\* + n*). 

Les multiplicites choisies sont minimales : en effet, si x est un element primitif de M/N de poids 
f^* et a un element primitif de C[Ga] de poids A*, alors I'element al^x de M/N est primitif de 
poids m\* + ji*. 
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Un point particulier de Quot (A,//) correspond a la structure de C[CA]-module 
V{mX*) ®c V{nX* + ^ V{nX* + /x*) 

mSN neN neN 

donnee sur les composantes homogenes par le produit de Cartan 

V{mX*) (8)c V{nX* + n*) — > V{{m + n)X* + if). 

On montrera que le schema Quot invariant n'admet pas d'autre point (Proposition 2.8). Le 
plus souvent, le schema Quot'^(A, ;Li) est un point reduit. Sinon, c'est le point epais d'ordre 2, 
Spec(C[t]/(t^)). Dans ce cas le module V{X) est le Spin(y)-module V, ou V est un espace vecto- 
riel quadratique de dimension (finie) impaire (theoreme 2.2). 

Remerciements : Je souhaite remercier chaleureusement mon directeur de these Michel Brion 
pour son aide. 

1 Construction du schema Quot invariant 

1.1 Notations et definition du schema Quot invariant 

On considere des schemas et dcs groupes algebriques sur C. Les references utilisees sont [Ha] 
pour la theorie des schemas et [PoVi] pour celle des groupes algebriques de transformations. 

Soit G un groupc reductif connexe. On en choisit un sous-groupe de Borel B, et un tore 
maximal T inchis dans B. On considere le radical unipotent U dc B : on a : B = TU. Les 
algebres de Lie respectives de G, T et U sont notees : g, t, et u. Le systeme de racines de G 
relativement a T est note R. Le choix de B nous en fournit une base S, et on a : R = i?+ LI i?_ 
oil R-^- est I'ensemble des racines positives, et i?_ celui des racines negatives. 

On note A le groupe des caracteres de T. Si y est un T-modulc rationnel (eventucllemcnt dc 
dimension infinie), on note V = ^x^\ Vx sa decomposition en sous-espaces propres. Par exemple, 
I'algebre de Lie de G admet la decomposition : 

= te00a, 

aeR 

OU chaque Qa est de dimension 1. On choisit pour toute racine a de G un generateur de g^. 

On a un ordre partiel sur A : on a /x < A si et seulement si X — fi est une somme de racines 
positives. On note A+ I'ensemble des elements de A qui sont des poids dominants (relativement 
a la base S du systcmc dc racines R). 

Si A est un poids dominant, on note V{X) le G-module dual du G-module 

{/ G C[G] I V5 G G, V6 G B, f{gb) = X{b)f{g)}, 

ou G agit par translations a gauche. Le G-module V{X) est simple, et I'application A i — *■ V{X) 
donne une bijection entre les poids dominants de G et les classes d'isomorphisme de G-modules 
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simples. Pour Taction de T, le poids A est le plus grand poids de V^(A). On note v\ le vecteur de 
V{\) de poids A donne par revaluation en I'element neutre de G : 

vx:f^f{e). 

L'algebre affine du quotient categorique G//U s'idcntifie a I'algebre des invariants C[G]^. 
C'est une algebre graduee par le monoide des poids dominants : 

c[G//u] = vixy. 

aga+ 

Si A est un poids dominant, on note A* le plus grand poids du module dual V{X)*. On a 
A* = —wo{X), oil Wo est I'element le plus long du groupe de Weyl de G relativement au tore 
maximal T. 

Si V est un G-module rationnel, on note V(^x) sa composante isotypique de type A, c'est-a-dire 
le sous-module de V somme des sous- modules isomorphcs a V^(A). On a alors la decomposition 
V = ©;^gA+^(A)- Dans toutc decomposition de V en somme directe de modules simples, la 
multiplicite du module simple V{X) est la dimension de . Lorsque chacune de ces multiplicites 
est finie, on dit que le G-module V est d multiplicites finies. 

On sait que Ics sous-groupes paraboliqucs de G qui conticnncnt B sont cn bijcction avec les 
parties de S. On note Pj le sous-groupe parabolique correspondant a / C 5 : les elements de / 
sont les racines simples a telles que —a est une racine de Pj. 

On note 

Pi = LjUi 

la decomposition de Levi de Pi relativement au tore maximal T. Le groupe Lj est le sous-groupe 
reductif de G qui contient T et dont les racines sont les elements de R qui sont combinaison 
lineaire des elements de /. Le groupe Uj est le sous-groupe unipotent de G qui est normalise par 
T et dont les racines sont les elements de qui ne sont pas combinaison lineaire des elements de 
I. Si A est un poids dominant, comme le groupe Lj normalise Uj, il agit sur I'espace des invariants 

V{Xf^, 

qui est en fait un L/-module simple de plus grand poids A. II est engendre par les T-vecteurs 
propres de V{X) dont le poids s'ecrit A — J2aei '^aCt, oti les sont des entiers (necessairement 
positifs ou nuls). 

Soit A un poids dominant, et P un sous-groupe parabolique de G contenant B tel que A se 
prolonge en un caractere de P {si P = Pj, cela signifie que les elements de / sont orthogonaux 
a A). On note tt : G — > G/P la surjection canonique, et £,\ le faisceau inversible G-linearise sur 
G/P qui associe a tout ouvert Q, C G/P : 

Cxm := {/ € OaiTT-Hn)) [ V5 G G, Vp G P, /(gp) = X{p)fig)}. 

L'espace des sections globales de Cx est le dual du G-module ^(A). 

Un G-schema affine est un schema affine X = Spec^ de type fini, muni d'une action reguliere 
de G. Algebriquement, cela signifie que A est une C-algebre de type fini sur laquelle G agit par 
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des automorphismes d'algebre et que pour cette action A est un G-module rationnel. On dit alors 
que A est une G-algebre. Si V est un G-module rationnel de dimension finie, on identifie V au 
G-schema affine Spec(Symc V*), ou Sym^ V* = 0^^^ V* est I'algebrc symetrique de V*. 

On sc fixe un G-schcma affinc X = Spec A, ct un Ox-modulc Ai coherent ct G-linearise. 
La donnee de A4 revient a celle de I'espace M de ses sections globales, muni de structures de 
A-module de type fini, et de G-module rationnel telles que 

G G, Vo G A, Vm € M, g{am) = {ga){gm). 

On dit alors que M est un A-G-module. On a un isomorphisme de ^"^-G-modules 

Hom^(F(A),M) ^cl^(A), 
AeA+ 

en associant a Ylx'^^x ® I'element 

Soit h : — > N une fonction. On va definir un foncteur contravariant 

Quot^{X,M) : (Schemas)° — > (Ensembles). 

Soit S un schema ; on le munit de Taction triviale du groupe G. Notons tt et / les projections 
canoniques : 

S xX — ^-^X 

TT 

S ^SpecC 

L'image reciproque f*A4 est un faisceau G-linearise sur S x X. Lc foncteur Quot^{X,A4) 
associe au schema S I'ensemble des sous-O^xX-modules M de f *M. qui sont G-stables et tels que 
Ton ait un isomorphisme de O^-G-modules : 

7r.((rM)/A/-) ~ J'x^cViX), 
AeA+ 

oil chaque J^x est un O^-module localement libre de rang h{X). Le quotient {f*M)/M est alors 
plat sur S. 

L'objectif des paragraphes 1.2 et 1.3 est d'etablir le theoreme suivant : 

Theoreme 1.1. Le foncteur Quot^{X, M) est represente par un schema quasi-projectifQ,uot^{X, M). 

Le schema Quot^(X, A4) ainsi defini est appele le schema Quot invariant des quotients de 
de fonction de Hilbcrt h. 

Lorsque A4 est le faisceau structural de X, on retrouve le schema de Hilbert invariant. 
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1.2 Le schema Quot multigradue 

Commc annonce dans [HaSt] §6.2, les arguments dc la construction du schema de Hilbert 
multigradue faite dans cet article se generalisent facilement a la construction d'un schema Quot 
invariant. On donne dans cette partie les principales etapes de cette construction. On commence 
par rappeler les notations de [HaSt]. Comme cette partie traite d'algebre commutative, on a 
prefere considerer ici (comme dans [HaSt]) des foncteurs covariants de la categorie des C-algebres 
commutatives vers la categorie des ensembles. (Ce point de vue est equivalent a celui des foncteurs 
contravariants de la categorie des schemas vers celle des ensembles.) 

Notons S := C[a:i, I'algebre des polynomes a n indeterminees sur C, et M := 0[=i Sci 

un S'-modulc librc muni d'unc base B = (ei, ...,6^). Un mondme de M est un element de M de 
la forme x"ej oii x" est un monome de S et un element de B. 

Soit A un groupe abelien. Soit deg : N" — > A un morphisme de monoi'des, et 6i, ...,6„ des 
elements de ^. Le degre d'un monome x° de S (resp. x°ej de M) est par definition deg a (resp. 
bi + deg a). Si a est un element du groupe A, on note Sa (resp. Ma) le sous-C-espace vectoriel de 
S (resp. de M) engendre par les monomes de degre a. On obtient ainsi des multigraduations de 
la C-algebre S et du S-module M par le groupe A : 

S = ^Sa et M = 0M„. 

Elles verifient Sa • C. Sa+b et Sa ■ C Ma+b- 

Le but de cette partie est de parametrer, une fonction h : A — > N etant donnee, les sous-S'- 
modules homogenes 

a<=A aeA 

tels que la dimension de Ma/Na est h{a), pour tout a € A. 

Avant de formuler plus precisement le probleme, on se place dans le cadre plus general des 
C-espaces vectoriels avec operateurs. 

Un C-espace vectoriel avec operateurs est un C-espace vectoriel 

T = ®Ta 

gradue par un ensemble E quelconque, et muni d'un ensemble de morphismes de C-espaces vec- 
toriels 

F= \J Fab 

a,beE 

avec Fab Q Homc(ra, T^). On suppose de plus que si a, b, c sont des elements de E, on a FbcoFab Q 

Fac et que I'application identite sur appartient a Faa- 

Si D est une partie de E, on note Td le C-espace vectoriel gradue 

TD:=^Ta, 
aeD 
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que Ton munit de I'ensemble d'operateurs 

Fd= \J Fab. 
a,beD 

Si T est un C-espace vcctoriel gradue muni d'un ensemble F d'operateurs, et R une C-algebre 
commutative, on obtient un i?-module gradue avec operateurs par extension des scalaires : le 
i?-module gradue est 

et on le munit des ensembles d'operateurs i?-lineaires 

Fab : R^cTa^ R^cTb 

deduits canoniquement des ensembles d'operateurs lineaires F^b '■ Ta — > Tb- 
Un sous-F -module de R (8)c T est un sous-i?-module homogene 

L = ^La<Z^R®cTa 
aeE aeE 

tel que si a, 6 sont des elements de i?, on a 

Fab{Fa) C Lb- 

Soit h : E — > N une fonction. Pour toute C-algebre R, on note Hj^{R) I'ensemble des sous- 
F-modules L C R (g)c T tels que le i?-module 

{R ®cTa)/La 

est localement libre de rang h{a), pour tout a € A. Si de plus R R' est un morphisme de 
C-algebres, R' L est un sous- module de R' ®r T (car R T/L est un i2-module plat), qui 
est en fait un element de Hj^{R'). 

On obtient ainsi un foncteur covariant 

: (C-algebres) — > (Ensembles). 



On pent maintenant formuler le probleme. La multiplication par les monomes de S munit le 
C-espace vectoriel gradue M = ^^eA d'operateurs : les elements de Fab sont les applications 



Ma Mb 

m I — > x'^m 



pour tout monome x°' de degre b — a. On remarque qu'ainsi, les sous-F-modules de M ne sont 
autres que les sous-iS-modules homogenes de M. Le but de ce paragraphe est d'etablir le theoreme 
suivant, qui definit le schema Quot multigradue : 
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Theoreme 1.2. Soit h : A — > N une fonction. 

Le foncteur Ti.^ est represente par un schema quasi-projectif H^^ . 

La demonstration se fait en deux etapes. On montre d'abord que pour toute partie finie D 
du groupe abclicn A, le foncteur Ti-^^ est representable par un schema quasi-projcctif H'^^^ 
(Proposition 1.6). On montre ensuite qu'il existe une partic finic D dc A telle que le foncteur Ti^^ 
est represente par un sous-schema ferme de (Lemme 1.7 et Proposition 1.8). On commence 

par montrer un lemme combinatoire, utilise lors de chacune des deux etapes. 

Un sous-m.odule m,onom,ial dc M est un sous-S'-modulc dc M cngcndre par des monomes de 
M. Les sous-modules monomiaux de M sont done ceux de la forme liei, ou I\,...,Ir sont 

des ideaux monomiaux de S. 

On dit qu'un ensemble S de sous-modules de M est une antichaine si pour tout couple {Ni,N2) 
d'elements de £, on a Ni <^ N2- 

Maclagan a montre ([Ma]) que les antichaines d'ideaux monomiaux d'une algebre de polynomes 
sont finies. Le lemme suivant en est une generalisation immediate : 

Lemme 1.3. Les antichaines de sous-modules monomiaux de M sont finies. 

Preuve. Associons a tout sous-module monomial N = 0[=i de M I'ideal monomial 

r 

Jn ■■= hvi + '^yiyjC[xi, ...,xn,yi, ...,yr] 

i=l i,j 

de I'algcbrc dc polynomes C[xi, Xn,yi, ■■■,yr]- Pour tons sous-modules monomiaux A'^i, de 
M, on a iVi C N2 si et seulement si Jni C Jjvj. On associe ainsi a toute antichaine de sous- 
modules monomiaux de M une antichaine d'ideaux monomiaux de C[xi, ...,Xn,yi, ■■■,yr], et on 
en deduit le lemme. □ 



Si A'' est un C-espace vectoriel de dimension finie et r un entier tel que < r < dim A, 
on note Gj^ la grassmannienne des quotients de A^ de dimension r. Si de plus I'espace vectoriel 
A^ = ^aeE gradue par un ensemble fini E, et h : E — > N est une fonction, on note 

la grassmannienne des quotients de A par un sous-espace vectoriel homogene A' tel que 
dim Aa/Ag = h{a) pour tout a G ^1. Ce schema est done un produit de grassmanniennes : 

^/i _ TT f-ih(a) 

aeE 

On definit enfin, si de plus M est ini sous-espace vectoriel de A, la grassmannienne relative 
^N\M- s'agit de I'ouvert de qui parametre les quotients N/N' de A^ qui sont engendres par 
M, c'est-a-dire tels que le morphisme canonique M — > N/N' soit surjectif (on renvoie a [HaSt] 
Proposition 2.11 pour plus de details). 

On rappelle ici les deux theoremes suivants, etablis dans [HaSt] (theorems 2.2, 2.3) : 

Theoreme 1.4. Soit {T,F) un C-espace vectoriel avec operateurs dont I'ensemble E des degres 
est fini. Soit h : E — > N une fonction. Soit M C A C T deux sous-C-espaces vectoriels homogenes 
de T. Soit G C. F un sous-ensemble. Supposons 
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(1) N est un C-espace vectoriel de dimension finie. 

(2) N engendre le F -module T. 

(3) Pour tout surcorps K de C, et tout element L de T-il^{K), I' application naturelle 
K ®c M — > K ®c T/L est surjective. 

(4) G engendre F comme categoric, et G.M C N . 

Alors le fonctcur Ti.j' est represente par un sous-schema ferme de la grassmannienne relative 
^N\M' done par un schema quasi-projectif. 

Theoreme 1.5. Soit (T,F) un C-espace vectoriel avec operateurs, et h : E — > N une fonction. 
Soit D une partie de E telle que Ti-j^^ est represente par un schema Hj,^ . Supposons que pour 
tout a € E : 

(1) II existe une partie G finie de UbeD-^^a ^^^^^ C-espace vectoriel Ta/ Gba(Th) est 
de dimension finie. 

(2) Pour tout surcorps K de C, et tout element Ld de 'Hj,^{K), le sous-F -module V de K®^T 
engendre par Ld verifie 

dimK{K®cTa/L'J < h{a). 

Alors Tll^ est represente par un sous-schema ferme de . 

On obtient la proposition suivante en appliquant le theoreme 1.4 a I'aide du lemme 1.3. La 
demonstration est analogue a la premiere partie de [HaSt] Proof of theorem 1.1, p 742. 

Proposition 1.6. Soit D une partie finie du groupe abelien A. Le foncteur Ti.^^ est represente 
par un schema quasi-projectif . 

Si N est un sous-espace vectoriel homogene de M, on note /lAr(a) la dimension (eventuellement 
infinie) du quotient M^/Na, pour tout a & A. 

On deduit le lemme suivant du lemme 1.3. La demonstration est analogue a celle de [HaSt] 
Proposition 3.2. 

Lemme 1.7. // existe une partie finie D de A telle que 

(1) Tous les sous-modules monomiaux N tels que h^ = h sont engendres par leurs elements 
homogenes de degre appartenant d D. 

(2) Si N est un sous-module monomial de M engendre par ses elements homogenes de degre 
appartenant a D et tel que ^tvId = h\D, alors Hn = h. 

On obtient enfin la proposition suivante en appliquant le theoreme 1.5. La demonstration est 
analogue a la seconde partie de [HaSt] Proof of theorem 1.1, p 742. 

Proposition 1.8. Soit D une partie de A donnee par le lemme 1.7 (en particulier, D est finie). 
Alors le foncteur TC'l^ est represente par un sous-schema ferme de Hmo' done par un schema 
quasi-projectif. 

Le theoreme 1.2 est done demontre. 
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1.3 Fin de la construction 

Dans ccttc partic, on donne la construction du schema Qiiot invariant (a partir du schema 
Quot multigradue) , parfaitement analogue a celle du schema de Hilbert invariant d' Alexeev-Brion. 
Comma elle ne presente aucune difficulte nouvelle, on s'est contente de donner les principales 
etapes, sans preuves completes. 

Traitons d'abord le cas oil le groupe G est un tore : on a G = T. Soit Y un T-schema affine, 
et M. un faisceau coherent T-linearise sur Y . On note M I'espace des sections globales de M.. 

Soit E un T-module de dimension finie tel que Y s'identifie (en tant que T-schema) a un 
sous-schema ferme T-stable de E. Soit (ei,...,er) un systeme de generateurs fini du ^l-module 
M forme de vecteurs propres pour Taction de T. On associe a ce systeme de generateurs une 
surjection de OE-modules T-linearises 

r 

M:=^OEei^M. 

Le theoreme 1.2 nous donne que le foncteur QuotJ^{E, M.) est represents par un schema quasi- 
projectif Quot^(£', A^). Le lemme suivant correspond au theoreme 1.1 dans le cas ou le groupe 
reductif G est un tore. Sa demonstration est analogue a celle de [AlBr] lemma 1.6. 

Lemme 1.9. Le foncteur Quot^{Y,M.) est represente par un sous-schema ferme de 
Quot^(£', Al), done par un schema quasi-projectif. 

Traitons maintenant le cas general. On garde les notations du theoreme 1.1. 
On note X//U le quotient categorique du G-schema affine X = Spec^ par le sous-groupe 
unipotent maximal U de G : 

X//U := SpecA^. 

(On rappelle que est une C-algcbre de type fini, selon [Gr], Thm 9.4.) 
Le schema affine X/ /U est muni d'vmc action du tore T. 

Notons le faisceau T-linearise sur X/ /U des J7-invariants du faisceau M.. C'est un faisceau 
coherent (en effet, montrons que I'espace de ses sections globales M'^ est un ^'^-module de type 
fini. Comme M est un A-module de type fini, son algebre symetrique Sym^(M) est une ^-algebre 
graduee de type fini, done une C-algebre graduee de type fini. L'algebre de ses fZ-invariants 

Sym^(M)^ = A^®M^® (S^ Mf ... 

est done aussi une C-algebre graduee de type fini : en particulier, sa composante homogene de 
degre 1 est un ^^-module de type fini.) 

Le foncteur Quot'f^{X,M) peut etre vu comme un sous- foncteur de Quotl{X/ /U,M^) (on 
prolonge la fonction /i a A en posant h = sur A \ A^). 

On a en effet un morphisme fonctoriel (p donne pour tout schema S par 

Quot^{X,M){S) ^ Quotl{X//U,M^){S) 
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et les (piS) sont des injections car le seul antecedent de J\f^ possible est le G-module engendre 
par Af^. 

Selon Ic Icmmc 1.9, le foncteur Quot^{X/ /[/, AA^) est represente par un schema quasi-projectif 

Quot^(X//[/,7W^). 

Proposition 1.10. Le sous-foncteur Quot^{X,Ai) Quotj^{X / / U , ) est represente par un 
sous-schema ferme de QuotJ^{X/ /U,A4^), done par un schema quasi-projectif. 

La demonstration est analogue a celle du Thm 1.7 de [AlBr]. 
Le theoreme 1.1 est done demontre. 

1.4 Premieres proprietes du schema Quot invariant 

Dans ce paragraphe, on note toujours X un G-scliema affine, A4 un faisceau coherent G- 
linearise sur X dont on note M I'espace des sections globalcs, ct h : — > N unc fonction. 

La proposition suivante decrit I'espace tangent au schema Quot invariant en un point ferme. 
On donne sa demonstration, analogue a celle de [AlBr] Proposition 1.13, pour expliciter I'isomor- 
phisme canonique. 

Proposition 1.11. Soit z un point ferme du schema Quot^(X, A^), c'est-d-dire un sous-module 
M ^ A4 stable par G et tel que, en notant N I'espace des sections glohales de N , on ait un 
isomorphisme de G-modules 

M/N ~ h{X)V{X). 
AeA+ 

L'espace tangent de Zariski au schema Quot invariant est canoniquement isomorphe d I'espace 
des morphismes de A-G-modules de N dans M/N : 

Quot^(X, M) = Hom^(Ar, M/N). 

Preuve. 

Notons e la classe de t dans I'algebre C[t]/(t^). 

L'espace tangent en z est I'ensemble des morphismes de SpecC[e] dans Quot^(X, A^) dont la 
restriction a SpecC (vu comme un sous-schema ferme de SpecC[e]) correspond au point z. 
En d'autres termes, c'est I'ensemble des sous-^[e]-G-modules 

L C C[e] (8)c M = M e eM 

tels qu'on ait I'identification 

C ®c[e] L^N 

et que le quotient 

(C[e] 0c M)/L 

soit un C[e] -module plat. 

Soit un tel sous-module L. 
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Precisons d'abord la premiere condition. On rappelle qu'on a un plongement (grace a la 
seconde condition) 

C 0c[e] L^C ®c[e] (C[e] (g)c M) ^ (M eM)/eM ^ M. 

La premiere condition dit que I'image de ce plongement est N. Autrement dit, la projection de 
L C M e eM sur M est iV, c'est-a-dire 

(L + eM) n M = N. (1) 

Notons que Ton a done (en multipliant (1) par e) eL = eN. 

On utilise maintenant la seconde condition. Notons v un element de C[e] ®c M, et v sa classe 
dans le quotient (C[e] (^c M)/L. 

La seconde condition signifie que si ev = 0, alors v appartient a e((C[e] (8>c M)/L). 

Autrement dit, si ev appartient a L, alors v appartient a eM + L. 

Done si ev appartient a L, alors ev appartient a e{eM + L) = eL = eN. 

D'oii L n eM C eN, et comme I'inclusion reciproque est toujours vraie, on a 

L n eM = eN. (2) 

On peut maintenant conclure. Pour tout element n de N, il existe un unique element (j){n) de 
M/N (on voit cet element comme une partie de M) tel que 

n + e4'{n) C L 

(I'unicite decoule de (2) et I'existence de (1)). On a alors 

L= \J{n + ect>in)). (3) 

neN 

Comme L est un A-G-module, I'application (j) est un morphisme de ^-G-modules. 

Rcciproqucment, tout morphisme de yl-G-modulcs : A'^ — > M/N definit bien via I'expres- 
sion (3) un morphisme de SpecC[e] dans Quot^(X, □ 

La proposition suivante est une generalisation de [HaSt] Corollary 1.2. 

Proposition 1.12. Supposons que le G-module M est a multiplicites finies. Alors le schema 
Quot^(X, A4) est projectif. 

Preuve. Par construction, le schema Quot^(X, Al) est quasi-projectif. Pour montrer qu'il est 
projectif, il sufHt done de montrer qu'il est propre sur C. Pour cela, on utilise le critere valuatif 
de proprete (voir [Ha] Theorem II.4.7). Soit R un anneau de valuation discrete, et K son corps 

de fractions. II s'agit de montrer que tout morphisme Specif Quot^(X, M.) se prolonge en un 

morphisme Speci? Quot^(X, A^). 

Un tel morphisme (f) revient a un sous-i^ (8>c ^-module G-stable 

L C if (8)c M 
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tel que pour tout poids dominant A, le ivT-espace vectoriel {K ®c ^/L)^ est de dimension h{\). 
On considere R (8)c M comme un sous-i? ®c ^-module G-stable de K ®c M. L'espace 

P ■.= Ln{R(S)c M) 

est un sous-i? ®c ^-module G-stable de R ®c M. 

De plus, comme le i^-espace vectoriel K iS>c M\ est de dimension finie, le i?-module 

{R ®c M/P)^ = R®c Mj^/{L^ n {R ®c )) 

est lui aussi libra de rang h{X). 

Le sous-module P C. R 0^ M correspond done a un morphisme Speci? Quot^(X, 7V4). 
Enfin, la restriction de <p est bien 4>, car on a if (S>r P = L (en effet, par definition de P, on a 
K P C L, et tout element de L est egal, a un scalaire appartenant a K pres, a un element de 
P). □ 

Lorsque le groupe G est trivial, le seul poids de G est le poids nul, et la donnee d'une fonction 
de Hilbert revient done a celle d'un entier n G N. On note alors respectivement Hilb„(X) et 
Quot,„(X, A^) le schema dc Hilbert invariant et le schema Quot invariant. 

Le schema de Hilbert invariant Hilbn(-'^) n'est autre que le schema de Hilbert des sous-schemas 
de longueur n de X (c'est-a-dire le schema de Hilbert de n points sur X, qui est defini des que 
X est un schema quasi-projectif). 

On a naturellement un morphisme fonctoriel 

Quot^{X,M) Quothio){X//G,M^) : 

avec les notations du §1.1, il associe a tout element M C f*M. de Quot'j^{X,M.){S) le sous- 
Ox//G"™odule de On a done un morphisme naturel de schemas 

7 : Quot^(X,M) Quotft(o)(X//G,M«). 

Dans le cas du schema de Hilbert invariant, c'est-a-dire si M est le faisceau structural de X, 
ce morphisme associe a tout ferme G-stable Y Q X de fonction de Hilbert h le fermc Y//G (qui 
est cn fait fini) de X//G. Ce morphisme est done un analogue au morphisme de Hilbert-Chow 
de Nakamura ([Na] §2.1). Signalons cependant qu'il ne generalise pas le "morphisme de Chow" 
defini par Haiman et Sturmfels pour le cas du schema de Hilbert torique ([HaSt] §5). 

Proposition 1.13. Le morphisme 7 : Hilb^(X) — > 'H.ilh^o-j{X/ /G) est projectif. 

Preuve. Comme pour la proposition precedente, il suffit de montrer que ce morphisme est propre. 
On utilise a nouveau le critere valuatif de proprete : soit R un anneau de valuation discrete, et 
K son corps de fractions. 

Soient deux morphismes (p et tels qu'on ait un diagramme commutatif : 
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Spec(K) Hilb^(X) 



Spec(i?)-!^Hilb^(o)W/G) 

II faut montrer que le morphisme 4> se prolonge en un morphisme Spec(i?) Hilb^(X). 

Le morphisme cf) correspond a un ideal G-stable I ^ K ®c A tel que pour tout poids dominant 
A, le K-espace vectoriel {K (g)c A/I)^ est de dimension h{X). 

Le morphisme correspond a un ideal G-stable J C R^cA'^ tel que le ii!-module {R^c^'^) / J 
est de dimension /i(0). 

Enfin, la commutativite du diagramme signifie que 

K(^rJ = I^. 
Comme precedemment, on considere I'ideal 

J' := 7 n {R ®c A) 

de R ®c A- II est stable par G. 

Montrons que pour tout poids dominant A, le i?-module 

{R®cA/J'f^ 

est libre de rang ^(A). 

On remarque que c'est un module sans torsion, done plat (car R est principal). Montrons que 
c'est un module de type fini. 

Pour cela, il suffit de montrer que 

{R®c Al)/{J-{R®c Al)) 

est un i?-module de type fini, car J ■ {R ®£ A^^) est inclus dans J'^. 

On salt (voir par exemple [AlBr] Lemma 1.2) que R ®c A^ est un R ®c A'^-module de type 

fini. 

Done le quotient {R ®<c A^)/{J ■ {R (gic A^)) est un {R ^'^)/J-module de type fini, done 
un i?-modulc de type fini (car {R i^c A'^)/J est un i?-module de type fini). 

Ainsi, le i?-modulc {R Cgic A/ J')^ est plat dc type fini : il est done libre (car R est local). 

Enfin, on a (comme precedemment) K iSir J' = I, done le rang de [R (g)c A/J')^ est h{X). 

L'ideal J' correspond done a un morphisme 4> '■ Spec(i?) — > Ililb^(X), dont la restriction a 
Specif est 0. □ 

Par contre, dans le cas du schema Quot invariant, le morphisme 7 n'est pas necessairement 
projectif. Par exemple, supposons que G est le groupe multiplicatif, et que X est la droite affine 
munie de Taction triviale de G. Notons Ci la droite vectorielle oil G agit avec le poids 1, et 
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h la fonction valant 1 sur le poids 1 et ailleurs. Supposons enfin que Ai := Ox ®c Ci est le 
faisceau libre sur X ou G agit avec poids 1 sur les sections. 

Le schema Quot'f^ (A^ , M) coincide avcc Hilbi(A^) = A^. Le schema Quoto(A-'^, tW^) consiste 
en un point reduit (Ic faisceau A4'^ est mil). Done le morphisme 7 : A^ = Quot^(X, — > 
Quoth(o){X/ /G,M^) = SpecC n'est pas projectif. 

2 Etude d'une classe de schemas Quot invariants 

Soit A un poids dominant. 

On a une action reguliere de G sur I'espace F{V{X)) des droites de V^(A). Notons [vx] € F{V{X)) 
la droite engendree par vx et 

:= G[vx] 

son stabilisateur dans G : c'est le plus grand sous-groupe parabolique de G qui contient B et tel 
que A se prolonge en un caractcre de Px- On a done Px = Pi, ou I est I'ensemble des racines 
simples qui sont orthogonales a A. On note 

^'a = LxUx 

la decomposition de Levi de Px relativement au tore maximal T. L'orbite de [vx] est la seule orbite 

fermee de ¥{V{X)) (done I'unique orbite de plus petite dimension). L'espace homogene projectif 
G/Px se plonge ainsi dans P(y(A)), et le faisceau inversible tres ample associe a ce plongement 
est en fait Cx- Le cone afHne au dessus de G/Px dans V{\) est le cone 

Cx:='G^x = G-vx^m 

des vecteurs primitifs de 1^(A). 

On note ^(A) I'algebre affine de Cx- 
Comme le morphisme dominant 

G ^ Cx 
9 I — > g-vx 

se factorise par G//U, I'algebre ^(A) s'identifie a la sous-algebre de C[G//U] engendree par 
V{X)* : 

00 

^(A) = © VimXy. 

m=0 

C'est une algebre graduee par N. 

Soit /X un poids dominant. Notons Q{X,iJ.) le sous-A(A)-module G-stable de C[G//U] : 

00 

Q{\^i) := 01/(mA + //)*. 

m=0 

C'est un A(A)-module gradue par N, engendre par sa composante homogene de degre nul Q{X, ii)q = 
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On a done une surjection de ^(A)-G-modules 

M(A, /x) := A{X) ®c Vifj,)* ^ Q(A, /x). 

Notons iV(A,/x) son noyau. Les ^(A)-modules M{\^) et N{X,fi) sont gradues par N : la 
composante homogene de degre m de M(A, /x) est 

celle de N{X,iJ,) est le noyau du produit de Cartan 

V{mX)* ®c V{mX + /x)*- 

En particulier, les composantes isotypiques non nulles de A'"(A, iJ,)m sont toutes de type strictement 
inferieur a mX* + ji* . 

On a une suite exacte de ^(A)-G-modules gradues 

N{\ii) M{X,fj,) QiX,fj,) 0. 

Notons M{X,iJ,), ^A{X,|J,), Q{X, /i) les faisceaux coherents G-linearises sur C\ correspondant re- 
spectivement a A/"(A, M(A, //) et (5(A,/x). On a done une suite exacte de faiseaux G-linearises 

— > M{X, n) — > M{X, n) — > Q(A, ii) — > 0. 

Notons /lA,^ : A"*" — > N la fonction valant 1 sur les poids de la forme mX* +^* , et ailleurs. On 
a vu que le quotient M.{X, ji) / N {X, ij) = Q(A,/i) admet la fonction de Hilbert hx^^ : il correspond 
done a un point ferme du schema Quot invariant 

Quot^^^^(GA,M(A,M)). 

On note desormais ce schema Quot'^(A, /x). 

Remarque 2.1. Selon la proposition 1.12, le schema Quot'^(A, /Lt) est projectif. En effet, comme 
I'algebre ^(A) est a multiplicites finies, le G-module M(A, /x) := A{X) ®£ V{ij)* est a multiplicites 
finies. 

Le but de cette partie est de demontrer le thcorcme suivant. Les notations utilisees concernant 
les systemes de racines sont celles de Bourbaki ([Bol]). 

Theoreme 2.2. Le schema Quot invariant Quot'^(A, /i) est un point reduit, sauf si on a (d 
revetement fini de G pres) G = Spin(2n + 1) x H pour un groupe reductif connexe H et V{X) = 
^2r!.+i ^ = (|Ui,/X2) avec (/Ui,a^) > 1. On a alors un isomorphisme : 

Quot^(A,M) ^ Spec(C[t]/(t2)). 

Remarque 2.3. 

- Dans le cas ou n = 1, on a G = SL(2) x et A = (2a;i, 0). 

- Dans le cas ou n > 2, on a A = (wi, 0). 
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2.1 Le schema Quot (A,//) n'a qu'un seul point 

On sait dcja que Quot'^(A,/i) admct Ic point ferme z correspondant a A/'(A,/i). Dans ce 
paragraphe, on montrc qu'il n'y en a pas d'autre. On commence par quelques rappels sur les 
algebras et les modules "horospheriques" . 

Definition 2.4. Soient R une G-algebre, et V un i?-G-module. On dit que V est horospherique 
si pour tout poids dominants Ai, A2, on a 

%i) • ^(A2) ^ '^(Ai+Aa)- 

On dit que la G-algebre R est horospherique si elle est horospherique en tant que i?-G-module. 

Le theoreme suivant decoule de [KeRa] Theorem 3 p 356 : 

Theoreme 2.5. Soit R une G-algebre. Soit E C. R un sous-G -module qui engendre R en tant 
qu'algebre. Alors I'algebre R est horospherique si et seulement si pour tout poids dominants Ai, A2 
on a 

-^(Ai) • ^(Aa) ^ -^(Ai+Aa)- 

Preuve. Comme R est la limite inductive dc ses sous-algebres de type fini G-stables, il suffit de 
montrer le theoreme dans le cas ou I'algebre R est de type fini. On pent alors supposer que E est 
un G-module de dimension finie. 

Notons (Sym£^)// le plus grand quotient horospherique de la G-algebre Sym£^. L'ideal I est 
homogene, engendre par les composantes isotypiques 

[(S"^-^)(A) ■ (S"£')(^)](^), 

oil m, n sont des entiers, et A, /Li, u des poids dominants tels que X + fi ^ v. 

Selon [KeRa] Theorem 3 p 356, l'ideal / est en fait engendre par sa composante homogene de 
degre 2, notee l2- 

Ainsi, si on note J le noyau de la surjection canonique Sym E — > R, I'algebre R est horospherique 
si et seulement si I2 ^ J, c'est-a-dire si et seulement si pour tout poids dominants Ai,A2 on a 
-^(Ai) • ^(Aa) ^ ^(Ai+A2)- 1^ 
Corollaire 2.6. Soit R une G-algebre horospherique engendree par un sous-G-module E C R. 
Soit V un R-G-module engendre par un sous-G-module W V . Alors V est un R-G-module 
horospherique si et seulement si pour tout poids dominants Ai , A2 on a 

i?(A0-W^(A.)^VF(A,+A2)- 

Preuve. Remarquons que le i?-G-module V est horospherique si et seulement si la G-algebre 
R® eV (oil on pose = 0) est horospherique. En appliquant le theoreme precedent a cette 
algebre (engendree par E © eW), on obtient le corollaire. □ 
On etablit le lemme suivant a I'aidc du corollaire precedent : 

Lemme 2.7. Le A{X)-module gradue N{X, /i) est engendre par sa composante homogene de degre 
1. 
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Preuve. Notons {N{X,n)i) le sous-^(A)-module de N{X,fi) engendre par la composante ho- 
mogene de degre 1. II s'agit de montrer que {N{X,n)i) = N{\,fi). 

On rcmarque que ^(A) est une algebre horospherique engendree par la composante homogene 
A(A)i = V{X)*, et que 

M{X,fi) :=M{X,fi)/{N{X,fi),) 

est un ^(A)-module gradue engendre par sa composante homogene de degre : 
Enfin, on a un isomorptiisme 

^(A)i-M(A;^o = nA + M)*- 

Le module M(A,//) est done horospherique, selon le corollaire precedent. 

Si m est un entier, les composantes isotypiques de ^(A)^ • M{X, de type different de 
mX* + 11* sont done nulles. Autrement dit, on a pour tout m : 

N{X,fi)mC{N{X,fi)i), 

ce qui montre le lemme. □ 
Proposition 2.8. Le schema Quot*^(A,/x) a un unique point ferme z. 

Preuve. Soit P C M{X,iJ,) un sous-A(A)-module G-stable tel qu'on ait un isomorphisme de 
G-modules 

oo 

M(A, fi)/P ~ V{mX + fi)*. 

m=0 

II s'agit de montrer que P = N{X, n). 

Si p est un entier, on note M{X,fi)>p le sous-74(A)-module gradue G-stable 

oo 

M(A, n)>p := M(A, fi)m C M(A, m). 

m=p 

Montrons d'abord que P C M{X, fi)>i. 

Par I'absurde, supposons le contraire : on a alors 

M(A,/x) = P + M(A,/x)>i. 

Montrons par une recurrence descendante que pour tout m G N, 

[^(A,/^)>m](M*) CP, 

ce qui donnera une contradiction. 

Si rentier m est suffisament grand, on a 

[^(A,M)>m](^*) =0, 
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car le G-module M est a multiplicitcs finies. 

Soit m un entier tel que [M(A, /i)>m+i](^*) C P. 
Comme 

M(A,/x)o CP + M(A,/x)>i, 

on a, en appliquant ^(A)^, 

M(A, fj)^ = A{X)m ■ M(A, iJ.)o C A(A),„ • P + M(A, M)>m+i. 
Puis, en prenant la composante isotypique de type fi* : 

D'ou le resultat, par recurrence. Ainsi on a 

PCM(A,/x)>i. 

On veut maintenant montrer que P = N{X, ^) ; il suffit pour ccla dc montrcr que A'^(A, n) est 
inclus dans P. Selon le Icmme precedent, il suffit dc montrer que N(X,fi)i est inclus dans P. 

On a vu que les composantes isotypiques non nulles de A'^(A, sont toutes de type strictement 
inferieur a A* + /i* . Done leurs images dans 

oo 

M(A,/x)>i/P~ 0y(mA + Mr 

m=l 

sont toutes nulles, et done N{X, fi)i est inclus dans P, ce qui montre le lemme. □ 

2.2 L'espace tangent au schema Quot'^(A, //) en z 

Le but de cc paragraphe est de demontrer la proposition suivante : 

Proposition 2.9. L'espace tangent en z au schema Quot invariant Quot'^(A, ;u) est nul, sauf si 
on a (a revetement fini de G pres) G = Spin(2n + 1) x H pour un groupe reductif connexe H et 
V{X) = C^"+^ et fi = (/Lti,/i2) CLvec (jUi,a^) > 1. L'espace tangent est alors de dimension 1. 

2.2.1 Une condition necessaire pour que l'espace tangent soit non nul 

Selon la proposition 1.11, on a un isomorphisme 

T, Quot^(A, /i) ^ Hom5(^)(iV(A, fi), Q(A, ^)). 

On salt qu'on a une equivalence dc categories abeliennes cntre les faisceaux G-linearises sur 
l'espace homogene G ■ vx et les modules rationnels sur le groupe d'isotropie Gy^ . Elle est donnee 
par le foncteur qui a un faisceau G-linearise associe sa fibre J^y^ en vx. Ainsi, la suite exacte 

O^MiX,f,)\G.v, -^MiX,f,)\G.v, -^Q{X,ii)\g.v, -^0 
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donne une suite exacte 

X{X, M{X, Q(A, 0. (4) 

De plus, on a un isomorphisme 

Homg^JA/-(A,^)|G..,, Q(A,Ai)|G.^J = Hom^^A (A/-(A, , Q(A, 
Lemme 2.10. Le morphisme de restriction 

Hom^(AA(A,^),Q(A,^)) — > Rom^{M{X, h)\g-v^, Q{X, fi)\G-v^) est injectif. 

Preuve. Soit (p un morphisme non nul de M{X, fi) vers Q(A, fi)) au dessus du cone Cx- Comme le 
cone est afRne, il existe une section globale s de J\f{X,iJ,) telle que ^(s) 7^ 0. Puis, comme Q{X,fi) 
est un 74(A)-module sans torsion, la restriction de 4>{s) a tout ouvert non vide de Cx est non nulle. 
En particulier, (P{s\g-vx) = 4'is)\G-vx ^st non nulle. □ 
Proposition 2.11. La suite exacte courte de Gy ^-modules (4) s'identifie a la suivante : 

{v{f,)/{v{tif^)r v{f,r {v{f,f^r o. 

Preuve. La fibre du faisceau M. = Ocy^ ®c ^(m)* 6st V{ijl)* . Determinons la fibre de Q(A,/x) en 
On note / et tt les projections naturelles : 

G/Gy^=G-vx 

TT 

G/B — U G/Px = G ■ [vx] 

On remarque que Ton a un isomorphisme d'algebres 

C[G//U]^ H°(G/B,£,), 
i/eA+ 

oil la multiplication de I'algebre de droite est celle induite par les multiplications 
On a done un isomorphisme de modules 

Q(A,m)^ 0hO(G/5,£^a+m)- 

mGN 

Done 

<5(A,/x) = ^\GlPx,L^x ® f*jO^), 

selon la formule de projection. 

La restriction Q{X, ij,)\g-vx ^st done I'image reeiproque du faisceau sur G/Px : 

Q(A,/i)|G.., =7r*(/.£^). 
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On a done un isomorphisme sur les fibres : 
avec 

La variete de drapeaux P\/B est canoniqucmcnt isomorphe a Lx/(BnLx). La fibre (/*^^)[?;;^] 
est done isomorplie a I'espacc dcs sections globales du faisceau £^ sur Lx/{B n Lx), done au 
L;y-module simple de plus grand poids /v* : 

Enfin, le premier terme de la suite exacte est done bien Ic dual de V [fi) / {V [fi)^^) . □ 
L'espace tangent au schema Quot invariant se plonge done dans 

Proposition 2.12. Si l'espace tangent a Quot'^(A,//) en z est non nul, alors a revetement fini 
de G pres, on a un isomorphisme G ~ Spin(F) x H pour un groupe reductif connexe H , et on a 
V{\) = V. 

Preuve. On vient de voir que l'espace tangent a Quot'^(A, /i) se plonge dans 

E := Hom^''A(F(/x)^\y(/x)/(F(/x)^^)). 

On remarque que comme le tore T agit sur les espaces F(/x)^a et V{ij,)/{V{ij,)^^), on a une action 
de T sur E : si (f) est un element de £^ et t un element de T, alors 

t-4>:vt — >t- (t){t~^ ■ v). 

On suppose que l'espace E est non nul. 

Soit <p un vecteur propre (non nul) de E sous Paction de T. La restriction de cette action au 
stabilisateur T^^ de vx dans T est triviale : le poids de est done de la forme d\, on d est un 
entier. 

Le groupe [Lx, Ly] derive de Lx est contenu dans le groupe d'isotropie G^^ , done le morphisme 
(j) est [Lx, L^j-equivariant. Comme V{iJ,)^^ est un [Lx, L^J-module simple et comme 4> est non nul, 
^ est injectif. On a done (^(v/i) ^ 0. 

Notons V I'unique antecedent de cl){Vf^) par la projection canonique V{fi) — V {^) / {V {fi)^^) 
qui soit un T-vccteur propre. Son poids est fi — dX. 

Le sous-groupe unipotent maximal J7 de G est contenu dans G^^, done le morphisme (p est 
i7-equivariant. Le vecteur (f){vn) est done invariant par [/, et on a 

u-vC V{^fK 

Comme le vecteur v n'appartient pas a V{^)^^, il existe une racine simple a telle que 

ea-v j^O. 
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On a alors Ca ■ v ^ V{fi)'^^. 

Une telle racine a ne peut pas etre une racine de Lx, car sinon le poids de v serait la somme 
de /J, et de racines de Lx, et v appartiendrait a V{^)^^. 

On remarque done (comme v est de poids fi — d\), que dX est somme de racines simples de 
Lx et d'une seule racine simple de G qui n'est pas une racine de Lx- 

Soit a une racine positive telle que Ca-v et que Ton suppose maximale possible. Montrons 
que • V est proportionncl a v^. 

Si ce n'est pas le cas, il existe une racine simple /? de Lx telle que 

e/3 -{ea-v) j^O 

(car Ca ■ V appartient a V{i^)^^). Or 

e/3 • (ea • v) = [ep, e^] • i; + Cq • {ep ■ v), 

avec [ep, Ca] ■ v = (car on a suppose a maximale possible) et • = comme on I'a vu : une 
contradiction. 

Les vecteurs ea ■ v et sont done proportionnels. En considerant les poids, on obtient : 

a = d\. 

Ainsi, d\ est une racine positive de G dont I'ecriture comme somme de racine simples contient 
unc sculc racine simple (avec coefficient 1) qui n'est pas une racine de Lx- 

L'action de G sur V{\) se factorise done par celle d'un groupe simple (car A est proportionncl 
a une racine de G). 

On verifie facilement que les seuls systemes de racines simples qui admettent une racine 
dominante a dont I'ecriture comme somme de racine simples contient une seule racine simple (avec 
coefficient 1) qui n'est pas orthogonale a a sont ceux de type n > 1, avec a = ai + a2 + ■■- + oin 
(c'est-a-dire si n > 2 et 2(jji sinon). 

Comme un multiple de A doit etre une telle racine a, il ne reste plus qu'a eliminer le cas oil 
le systeme de racines est de type Bi = Ai et ou \ = uji = \. 

Supposons done que I'on a G = SL(2) x H et X = (1,0). La composante homogene de degre 
1 de N{X,n) est le noyau du produit de Cartan 1/(1,0) (8)c ^(a*1)/^2) — ^ ^(/^i + 1)M2)- Elle est 
done isomorphe a V{iJ.i — 1, 1x2) si Hi 7^ 0, nuUe sinon. 

Selon le lemme 2.7, I'espace N{X,fi)i engendre le A(A)-module iV(A,/x). On a done une inclu- 
sion 

Hom^(i)(iV(A,^),Q(A,//)) -^Hom^(iV(A,M)i,Q(A,M)) = 0, 
done I'espace tangent est nul dans ce cas. □ 

2.2.2 Cas d'un groupe G simple de type Bn, n> 1 

Dans ce paragraphe, on montre la proposition 2.9 dans le cas oil G = Spin(2n + 1) et A = 
ai + ... + an, c'est-a-dire wi si n > 2 et 2u!i sinon. 



22 



Lemme 2.13. La multiplicite de V{iJ,) dans la decomposition de V^(A) (8>c ^(m) somme directe 
de modules simples est 1 si {fj,, a^) ^0, et sinon. 

Preuve. On va utiliser la formule de Weyl ([Bo2] Ch.VIII, §9), qui donne les poids et leurs 
multiplicites d'un module ^(A) en fonction de A. 

On note (e'^)u^\ la base canonique de I'algebrc Z[A] du groupe A a coefficients dans Z. 

Si V est un G-module de dimension finie, on note nii, la multiplicite du poids v dans V pour 
tout v E A. Le caractere de V est alors 

ch{V) := ^m^e^ 

On note p la demi-somme des racines positives de G. On note enfin W le groupe de Weyl de 
G relativement au tore maximal T, et pour tout element w deW , on note e{w) la signature de 
w. 

Soit la multiplicite du module V{y) dans la decomposition en somme directe de modules 
simples de ^(A) ®c V{ii) : on a 

V{X)^cV{fx) ~ a,F(i/). 
i/eA+ 

On a done, en prenant les caracteres : 

ch(y(A)) ch(F(/i)) = J2 audi{V{u)). 

Done, selon la formule de Weyl : 

ch(F(A)) <w)e'"^P-^i'^ = aA'w)^'"^''^''^- 
wew i/eA+ wew 

On remarque que est le coefficient de e''+'^ dans chacun des deux membres. 
Les poids du module V{\) sont les ±6^ oil z = 1, n et le poids nul, chacun avec multiplicite 
1. Le caractere de V{\) est done 

ch(F(A)) = + ... + e^" + 1 + e""" + ... + e'^K 

L'entier a^j, est done le cefficient de e^"'"'^ dans I'expression 

(e^i + ... + e^" + 1 + e-^" + ... + e''^) e(w)e'"^P^i'\ 

On remarque que 

±ei + w{p + /i) 

n'est jamais egal k p + ji, sauf si w est la reflexion simple associee a la racine a„ et ±ej = e„, avec 
=0. 

Le coefficient de e^'^^ est done 1 si (/x, a^) 7^ 0, et sinon, d'oia le lemme. □ 
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Lemme 2.14. Soit m > 1 un entier. Les poids dominants v tels que V^(i^) s'injecte dans y(mA)(8>c 
V{fi) et qui sont superieurs on egaux a {m — 1)A + ^ sont de la forme 

m\ + n — ai — a2 — ■■■ — on, 

anec i = 0, .... n. 

Preuve. Soit v un poids tel que 

(m — 1)A + fJ- < v < mX + /x. 

Le poids s'ecrit done 

v = mX + /X — aj , 

oil J est une partie de I'intervalle d'entiers [l;n]. On note r son cardinal. 

Supposons que V{mX) ^(^) contient un vecteur primitif de poids v. On veut montrer que 
J=[l;r]. 

Notons ro Ic plus grand cnticr tcl que J contienne [l;r'o]. On veut montrer que ro = r. On va 
raisonner par I'absurde et supposer ro < r. 

On rappelle ([Bo2] VIII.7 Exercice 18) que comme A est colineaire a wi, si ji, ...,js sont des 
entiers de [l;n] distincts deux a deux tels que 

e-Qj^ • ••• • e-aj^ ■ Vm\ 

est non nul, alors on a ji = i pour tout i = 1, s. 
On pose 

Qs ■ ■•■ ■ C— ai ■ I'mA- 

Soit V un vecteur primitif de V{mX) (8)c ^(/^) de poids u. Le vecteur v s'ecrit 

ro 

V = 'Y^Vs 'S'Ws, 

6 = 1 

Oil chaque Ws est un vecteur de V{n) de poids 

Yl "j- 

ie./\[i;s] 

Notons I I'intervalle d'entiers [l;ro], et u/ I'algebre de Lie du groupe unipotent Uj. En raison 
de leurs poids respectifs, les vecteurs Vs sont invariants par Ui, mais pas les vecteurs Wg (sauf 
ceux qui sont nuls). Soit un element sq de [1; ro] tel que WgQ est non nul. Soit un element x de Uj 
tel que x ■ Wsq est non nul. On a 

ro 

x ■ V = Vg {x ■ Wg) 7^ 0, 

s=0 

car {vo, Vro) est une famille libre de V{'mX) et x ■ Wsq / 0. Le vecteur v n'est done pas primitif : 
une contradiction. □ 
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Lemme 2.15. Pour tout entier m > 0, on note N'{X,fi)m I'unique supplementaire G-stahle dans 
N{X,iJ,)m de la composante isotypique de type (m — 1)A + fj,. Alors 

N'{X,f,) :=0iV'(A,/xV 

est un sous- A{\) -module homogene de N{\,n). 

Preuve. II suffit de montrer que pour tout entier m, on a 

A{X)i-N'{\,fi)mCN'{X,fi)m+l. 

Pour cela, on va montrer que la composante isotypique de 

de type mX + est nulle. 

Soit 1/ un poids dominant tcl que la composante isotypique de N'(X,fi)m de type u soit non 
nulle. Montr ons que la composante isotypique de 

^(A)i (8)c V{u) 

de type mX + /x est nulle. 

Si (m — 1)A + fi n'est pas inferieur ou egal a u, alors mX + ^ n'est pas inferieur ou egal k X-\-u, 
done la composante isotypique de 

^(A)i ®c V{iy) 

de type mX + /x est bien nulle. 

Sinon, selon le lemme 2.14, on a 

f = mX -\- jjL — ai — a2 — ■■■ — OLr 

pour un certain r G [1; n — 1]. 

Scion [Bo2] VIII.7 Exercice 18, comme A est colineaire a wi, les composantes isotypiques non 
nulles de 

^(A) ®c V{'mX + n — ai — 02 — ■■■ — a^) 

sont soit de type (m + 1)A + /x — ai — 02 — ... — a^, soit de type inferieur ou egal a (m + 1)A + 
fi — ai — a2 — ■■■ — ar — ai. Celle de type mX + /x est done nulle. 
Ainsi, la composante isotypique de 

A{X)i 0c N'{X,fi)m 

de type mX + ^ est bien nulle, et Icmmc est dcmontrc. □ 
Lemme 2.16. On suppose a^{n) 7^ 0. Pour tout m > 1, on a un isomorphisme 

N{X, n)m V{{m - 1)A + /x) © A^'(A, /x)^. 
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Preuve. Notons Wm la composante isotypique de N{X, n)m de type (m — 1)A + f^. 
On a 

N{X,n)m = Wm®N'{X,n)m. 

II s'agit de montrer que pour tout m, le G-module Wm est simple. 
Selon le lemme 2.7, on a 

N{\,ll)m = A{\)m-1- N{X,fi)i. 

Selon le lemme 2.15, on a 

A{X)m-i-N'{X,n)iCN'{X,fM)m. 
On a done une surjection de G- modules 

A{X)m-i <8)c Wi Wm- 

Les G-modules ^(A)^-! et Wi sont isomorphes respectivement a V{{m — 1)A) et V{fi) (selon 
le lemme 2.13), done Wm est soit nul soit isomorphc a V{{m — 1)A + /x). 

Le A(A)-module M(A, fi) est sans torsion (ear librc). Dons si a est un vecteur primitif de ^(A)i 
et V un veeteur primitif de Wi, le vecteur av est un veeteur primitif (non nul) de N{X,iJ,)m de 
poids (m — 1)A + /x, done W^ est en fait isomorphe a V{{m — 1)A + /x). □ 

Verifions maintenant que la proposition 2.9 est vraie dans notre situation. 

Le ^(A)-module N{X, jj) est engendre par sa composante homogene de degre 1. On a done un 
plongement 

Hom^(;,) (iV(A, Q{X, fi)) Hom^(iV(A, fi)i,Q{X, /x)). 

Selon le lemme 2.13, I'espaee Hom'^(Ar(A, iJ,)i,Q{X, fj,)) est de dimension 1 si a^(/x) ^ 0, et nul 
sinon. 

Le theoreme est done verifie si Q;^(/x) = 0. II reste a verifier que I'espaee tangent au seliema 
Quot invariant est non nul si Q:^(/i) 0. 

Selon le lemme 2.16, le ^(A)-module N{X, iJ,)/N'{X, fi) admct alors /i^,^ eomme fonction de 
Hilbert. Dc plus il engendre par sa eomposante homogene de degre 1 : e'est done un quotient de 
A(X) (8 V(iJ,) = M{X,iJ,). II est done isomorphe a Q(X,iJ,), selon la proposition 2.8. 

Done si Q;^(/x) est non nul, il existe un morphisme non nul de N{X, jj) vers Q(A, /x), et I'espaee 
tangent est done non nul : la proposition 2.9 est vraie dans notre situation. 

2.2.3 Cas general 

On va eonelure a I'aide du fait general suivant : 

Lemme 2.17. Soient Gi et G2 deux groupes reductifs connexes, chacun muni d'un tore m,aximal 
et d'un sous-groupe de Borel le contenant. On note rensemble des poids dominants de Gi. 

Soit X un Gi-schema affine, Mi un Ox -module coherent et Gi-linearise, et hi une fonction 
sur Af d valeurs entieres. 
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Soit //2 un poids dominant de G2. On note Vg2(M2) G2-module simple associe, et Af x 
— > N la fonction donnee par h{Xi, X2) := /ii(Ai) si A2 = A*2 et sinon. 
On a un isomorphisme canonique : 

Quot^i^^2(X, A^i ®c ^02(^2)) = Quot'^^{X,Mi). 

Preuve. On a un morphisme fonctoriel 

Quotf''^'-{X,Mi ®c VgM) Quot'^^{X,Mi) 
donne pour tout schema S par Papplication 

Quot^'''^'{X,Mi^cVGM)iS) Quot^^iX,Mi){S) 

Ml I > M«)cVG2(Ai2) 

Cette application est bijective, car tout sous-Gi x G2-module de Mi ®c ^G2(/*2) est de la 
forme Ai ®c Vg'2(a*2), oil Mi est un sous-Gi-module de A^i. □ 

Montrons maintenant la proposition 2.9. 

Selon la proposition 2.12, on pent supposer que Ton a G = Spin(2n + 1) x iJ, et A est (wi, 0) 

si n > 2 ct (2a;i,0) si n = 1. 

On remarque que Ton a, en notant Vh{^J'2) Ic i^-modulc simple de plus grand poids /i2 : 

M(A,/x) = M(A, (m,0))®cV^//(^2). 
L' action de H sur X est triviale. On conclut en appliquant le lemme precedent. 

2.3 Determination de Quot'^(A, /x) 

On va maintenant etablir le theoreme 2.2. Selon Ics propositions 2.8 et 2.9, le schema Quot*^(A, //) 
est soit un point reduit, soit isomorphe a SpecC[t]/(t"), pour un entier n superieur ou egal a 2. 
II ne reste plus qu'a montrer que cet entier n est toujours egal a 2. 

Notons t une indeterminee, et e (resp. 5) sa classe dans I'algebre C\t]/{t^) (resp. C[t]/(t^)). 
On identifie SpecC[e] a un sous-schema ferme de SpecC[(5] a I'aide de la surjection canonique 
C[(5] — ^C[e]. 

II suffit de montrer que la differentielle (entre les espaces tangents de Zariski) de tout mor- 
phisme 

* : SpecC[(5] — > Quot^(A,/i) 

est nuUe, c'est-a-dire que la restriction de * a SpecC[e] correspond au vecteur tangent nul en z. 
Soit 

$ : SpecC[e] — > Quot^(A,/x) 

un morphisme. La proposition suivante decrit I'ensemble des morphismes qui prolongent $ a 
Spec C [5]. On reprend les notations de la proposition 1.11 et sa demonstration : le morphisme 
$ correspond a un sous-module L de C[e] ®(c M{X,ii), qui est donne par un morphisme note 
(f) : N{X,iJ,) — > Q{X,ix) a I'aide de I'expression (3). 
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Proposition 2.18. L'ensemble des morphismes SpecC[5] > Quot*^(A, /u) dont la restriction 

d SpecC[e] est $ est en bijection avec l'ensemble des morphismes de A(\)-G -modules 

dont la restriction a eL = N{X, n) coincide avec (f). 

Preuve. Le raisonnement est analogue a celui de la preuve de la demonstration 1.11. 
Un morphisme $ comme dans I'enonce correspond a un sous-yl(A) [5]-G-module 

K C C[S] (g)c M(A, fi) = M(A, n) © 5M{X, n) © 5'^M{\ /x) 

tel qu'on ait 1' identification 

C[e] ®c[S\ K = L 

et que le quotient 

{C[S\^c M{X,fj,))/K 

soit un C[5]-module plat. 

Soit K un tel sous-module. 

On note L' le sous-^(A)-G-modulc (isomorphe a L) : 

L' := \J {n + d^{n)) CM{\,ii)®5M{X,n). 

Comme precedemment, la premiere condition donnc 

{K + S'^M{X, fi)) n (M(A, fi) © 6M{X, //)) = L'. (5) 

Notons que cette condition implique que 6^K = 6^N[X,ijl). 
La seconde condition donne 

Kn5'^M{X,i^) =5^N{X,fi) (6) 

(en utilisant cette fois le fait que dans un C[5]-module plat, les elements annules par sont ceux 
"multiples" de 6). 

Done pour tout element I de L', il existe un unique element de M {X, fi) /N {X, fi) (on voit 
cet element comme une partie de M(A, /j,)) tel que 

I + 5'^i;{l) C K. 

On a alors 

K= U(Z + 5V(0)- (7) 

Comme K est un ^(A)-G-module, I'application ■0 est un morphisme de ^(A)-G-modules. 

Enfin, comme K est stable par multiplication par 5, il contient 5L' . Cela signifie que I'appli- 
cation V'lsAT coincide avec ^ (c'est-a-dire que pour tout n, 'ip{Sn) = </>(n)). 

Reciproquement, un tel morphisme tp definit bien via I'expression (7) un morphisme de 
SpecC[(5] dans Quot'^(A,/x). □ 

Dans la suite, on montre que lorsque le morphisme 4> est non nul, il n'existe pas de tel ijj. 
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2.3.1 Cas d'un groupe G simple de type Bn, n>\ 

Dans cc paragraphc, on montre le theorcmc 2.2 dans le cas ou G = Spin(2n + 1) et A = 
ai + ... + c'est-a-dire si n > 2 et 2a;i sinon. 
On pose, pour tout 1 <i <n : 

Hi := {n,a^), 

de sorte qu'on a fi = fiitoi + ... + jJ-n^n- 

On se place dans la situation oii le schema Quot*^(A,/x) n'est pas un point reduit. On a done 
Hi > 0, ... , Hn-i > et /x„ > 1. 

On note r(/x) le nombre de ces inegalites qui sont en fait des egalites. 

Lcs deux lemmes suivants se demontrent a I'aide de la formule de Wcyl exactement comme 
le lemme 2.13. On rappelle qu'on a la decomposition : V{X) = V{2X) © V{0), de sorte que le 
caractere de V{2X) est 

ch(y(2A)) =n + ^(e^' + e^^O + + IZ^^''^'' + e"^^"^^). 

i i^j i<j 

Lemme 2.19. Soit v un poids dominant, et i un entier tel que 1 < i < n. 

On suppose que v + ei (resp. v — ei) est un poids dominant. 

Alors la multiplicite de Viv + ej) (resp. V{u — ei)) dans la decomposition de V{\) V{u) en 
somme directe de modules simples est 1. 

Lemme 2.20. La multiplicite de V{fj,) dans la decomposition de y(2A) en somme directe 
de modules simples est n — r{fi). 

On aura aussi besoin du lemme suivant : 
Lemme 2.21. Soit v un poids dominant. Soit a une somme de racines positives telle que le 
G-module V{X) ® V{i') contienne un B-vecteur propre v de poids \ + v — a. 

Soit une ecriture du vecteur v de la forme 

cn+(72=cr 

ou les o"i et les 02 sont des sommes de racines positives, et chaque vecteur wx-ai (resp. wl_^^) 
est un vecteur de V{X) (resp. V{i') ) de poids \ — a\ (resp. v — u^)- 

Alors le terme wx-a ® w'^, est non nul. 

Preuve. Soit 02 une somme de racines positives telle que le terme wx-wr ® '^'v-az soit non nul et 
minimale pour cette propriete (en posant ui := u — 02). 

On suppose par I'absurde que est non nulle. 

II existe alors une racine simple a telle Ca ■ w'^_^ soit non nul. 

Or ea • f est nul, done on a 

<T1+<T2=<T 

Done le terme wx-ai ® {^a ■ w'y-a^) est nul (d'apres la decomposition en somme directe V{\) 
^iy) — 00-1 CT2 ® ^(^)o-2) ■ une contradiction. □ 



29 



Proposition 2.22. La composante isotypique de type jj, de M{X,n)2 est incluse dans le ^(A)- 
module engendre par N'{X, (cette notation a ete introduite dans le lemme 2.16). 

Preuve. Selon le lemme 2.20, il sufHt de montrer que I'espace A{X)x ■ N'{X, contient n — r(/x) 
vecteurs propres de poids fi pour Taction de B qui sont lineairement indcpcndants. 

On identifie q a I'algebrc de Lie des matrices de taillc (2n + 1) x (2n + 1) antisymctriques par 
rapport a la seconde diagonale. On identifie alors V{X) a I'espace vectoriel C^""*"^, dont la base 
canonique est notee (ei, e„, eo, e_„, e_i). 

On considere le module simple V{2X) comme le quotient de ^(A) ^(A) par son sous-espace 
vectoriel W engendre par ei (8) e_i + ... + e„ (8> e_„ + ^eo ^ cq et par la famille (cj (8) ej — ej (8) ej)jj : 

V{2X) = {V{X)^V{X))/W. 

Notons / I'ensemble des entiers i (avec 1 < i < n) tels que fi — soit un poids dominant. On 
remarque que 

- Un entier i different de n appartient a / si et seulement si /Xj > 1. 

- L 'entier n appartient a / si et seulement si /x„ > 2. 
Le cardinal de / est done : 

card(/) = n — r{ji). 

On va associer a tout element de / un S-vecteur propre (que Ton notera v'^) de poids ji dans 
M(A,/x)2. 

Soit i un element de /. Selon le lemme 2.19, il existe un 5-vecteur propre Vi de poids /x — 
dans M(A, = V{X) ® V{ij) (done en fait dans N'{X,ij)i). Selon le lemme 2.21, celui-ci s'ecrit 
(a un scalaire non nul pres) 

Vi = e-i ^v^ + e_(j+i) (g) ^-(^i+i) + ■■■ + e-n <8) wL„ + eo Wq + e^, + ... + ei (g) ^1 (8) 

oil les Wj sont des T-vecteurs propres dc V{^) de poids strictement inferieurs a ^. (On rappelle 
que Vfj_ est un i5-vecteur propre dc V{ji).) 

Posons u := fi — e^. Selon le lemme 2.19, le G-module V{ii) s'injecte dans V{X) ® V{y). 

En appliquant a nouveau le lemme 2.21, on obtient un S-vecteur propre de poids ji dans 
V{X) (g) V{X) (g) F(/x) qui s'ecrit 

v[ = e, 0Vi + ei_i ® {ul^^_^Vi) + ... + d ® iui^,-...-ai_,Vi) (9) 

ou chaque u^, est un vecteur propre de poids v' pour Paction de T dans I'algebre enveloppante 
de u- := 0„eR^ Q-a- 

On note v'^ la classe de v!^ modulo W0V{fi) : on voit done comme un element de M(A, 11)2 = 
V{2X)(^V{fi). _ 

On remarque que, par construction, le vecteur v'^ est un i?-vecteur propre de poids jj, et 
appartient a A{X)i ■ N'{X,ij)i. 

II ne reste plus qu'a montrer que la famille {v[)i^i ainsi construite est libre. 
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Pour cela, montrons que les Vi sont en fait lineairement independants modulo le sous-espace 

W':=W<^ Vin) + V{X) ® V{X) ® {V{fi)<^), 

ou V{iJ,)<^ij, est le sous-espace vectoriel de F(/Lt) engendre par ses T-vecteurs propres de poids 
strictement infer ieurs a fi. 

En remplagant Vi dans (9) par son expression (8), on obtient que v'- est congru modulo W a 

Cj (8) e_i i^Vij, + Xi-iei-i (g) e_(j_i) (8) i^^u + ... + xici (8) e_i (8) v^, 

oil les Xj sont des scalaires. 

D'ou le resultat. □ 

On peut maintenant montrer que Ic theoreme 2.2 est vcrific dans notre situation. Pour cela, 
avec les notations de la proposition 2.18, on se donne un morphisme (p non nul, et on montre qu'il 
n'existe aucun morphisme i/j tel que dans la proposition. 

Soient ai,... ,as des elements de ^(A)i = ^(A) et vi,... ,Vs des elements de la composante 
isotypique de M(A, fj,)i de type /x tels que le vecteur 

j 

soit un S-vecteur propre de poids n (selon le lemme 2.13, de tels elements existent, car /x„ est 
non nul). 

Pour tout j, on note v'j I'unique representant dans M(A,/x)o de (j^ivj), et on pose 

Ij :=Vj + evj. 

C'est un element de L. On pose cnfin 

j 

Le vecteur I appartient a A{X)i ■ L, et est soit nul, soit un S- vecteur propre de poids fx (par 
construction) . 

Son image par tp appartient done a A{\)i ■ Q{X, fi), et est done nuUe (car ce dernier espace ne 
contient pas de S- vecteur propre de poids /x). 

Le vecteur I se decompose sous la forme 

l = l' + I", 

en posant 

j 
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I" ■.= eY,aJ■^J■ 
j 

Le vcctcur I' apparticnt a M(A, 11)2, et est soit nul, soit un S-vcctcur proprc de poids /j,. Selon 
la proposition 2.22, il apparticnt done a ^(A)i • L (car N'(X,fx) est inclus dans L), et son image 
par tp est done nulle (de meme que celle de I). 

Lc vccteur I" appartient done lui aussi a L. En fait, c'est un 5-vecteur propre de poids // (non 
nul, car lc morphisme naturel ^(A)i (8)-M(A, /x)o — > ^(A)i •M(A,/x)o est en fait un isomorphisme) 
appartenant a eA^(A,/i)i. 

Son image par est done non nulle (car la restriction de ^ a eN{X,iJ,) coincide avec 0). 

On obtient ainsi une contradiction avec 

^(/") = ^(0-V'(0 = o. 

II n'existe done pas de tel V', et le theoreme est verifie. 

2.3.2 Conclusion 

On en deduit le theoreme a I'aide du lemme 2.17, comme dans le §2.2.3. 
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